Ancora radici continue Questo esercizio è molto difficile. Non sono sicuro di avere una soluzione completa, ma magari qualcuno di voi ha qualche buona idea! Consideriamo la seguente radice continua:

1 + 1 √ 1 + 2 √ 1 + 3 √ 1 + 4 √ . . . (1)

Vogliamo stabilire quanto vale.

1. Consideriamo la successione α_n dove

α_n = √ 1 + 1 √ 1 + 2 √ . . . + (n − 1) √ 1 + n Mostrare che la successione α_n è crescente. Notare che la successione tende al valore di (1) 2. Consideriamo β_n(x) che è una modificazione di α_n:

β_n(x) = √ 1 + 1 √ 1 + 2 √ . . . + (n − 1) √ 1 + nx

Mostrare che ∀n ∈ N ∃x ∈ N: β_n(x) ∈ Z. Questo fatto può risultare utile più avanti.

3. Tentiamo una dimostrazione per induzione. Dimostriamo il seguente fatto:

n + 1 = √ 1 + n √ 1 + (n + 1) √ 1 + . . .

Mostrare che che vale per n = 0 e che vale il passo induttivo. Se fosse vero, il valore di (1) sarebbe 2. Perché questa dimostrazione è sbagliata?

4. (DIFFICILE) Mostrare che ∀0 < ε < 2 esiste un n tale che α_n > 2 − ε. [Sugg.: a partire da 2 − ε, costruite ‘a rovescio’ la radice: 2 − ε = √ 1 + 1(3 − 2ε + ε^2) = √ 1 + 1 √ 1 + 2(4 − 6ε + . . . = . . .. Senza complicare troppo le cose, supponete pure che ε sia molto piccolo. In questo modo potete trascurare ε^2 rispetto a ε. Perché è possibile?]

5. Trovare il valore di (1). Dovrebbe essere deducibile da quanto già osservato.

Stefano ‘Pazqo’ Pascolutti pazqo@libero.it